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Abstract

Basindonos en la representacion de Denavil-Hartenberg y en el algoritmode C.S.G.
Lee (1.983), se utiliza Mathemdtica para realizar programaspropios que permiten la
obtencién automdtica de las ecuacionescinemdticas y dindmicas de un manipulador
robdtico; asimismo, seobtiene el jacobiano del manipulador. Finalmente, se hacen va-
riasaplicaciones a sendos robots industriales (ROBUR, MANDOS, PUMAS560, STAN-
FORD)y sobre diversas plataformas, asi como la simulacion del movimiento endis-
tintas situactiones.

1 Introduccion.

La necesidad cada vez mas imperiosa de aumentar la productividad y conseguir pro-
ductos acabados de una calidad uniforme, estd haciendo que la industria gire cada
vez mas hacia una automatizacién basada en computador.

Una definicién utilizada por el ”Robot Institute of America” da una descripcién
precisa de los robots industriales: "un robot es un manipulador reprogramable mul-
tifuncional disefiado para mover materiales, piezas o dispositivos especializados, a
través de movimientos programados variables para la realizacién de una diversidad
de tareas”. En definitiva, un robot industrial es un manipulador de uso general con-
trolado por computador que consiste en algunos elementos rigidos conectados en serie
mediante articulaciones prismaticas o de revolucién.

En este contexto, el problema fundamental trata del célculo de las fuerzas y mo-
mentos de control que son requeridos para producir el movimiento deseado del efector
final.

Por ello es aconsejable disponer de un conjunto de ecuaciones diferenciales que des-
criban el comportamiento del robot. Las ecuaciones dindmicas de un manipulador
robético realizan tal objetivo. Tales ecuaciones de movimiento seran utiles para:

i) Simulacién por computador del movimiento del brazo robot.

ii) Disefio de los algoritmos de control.

iii) Evaluar la estructura cinematica del brazo.

En el presente trabajo realizamos el estudio de la cinemdtica y dinamica de robots
utilizando coordenas homogéneas. El estudio cinemaético se realiza mediante la asig-
nacion de sistemas de coordenadas segin el criterio de Denavit-Hartemberg. Con
este criterio la asignacién de matrices de cambio de un sistema de coordenas al ante-
rior (A}_,) se puede hacer de forma sistematica. Para el estudio dindmico se sigue el
algoritmo propuesto por C.S.G. Lee (1983), asi, utilizamos las ecuaciones de Lagrange-
Euler de movimiento para sistemas no conservativos y la representacién matricial de
Denavit-Hartenberg para cadenas cinematicas con lo que obtenemos las ecuaciones
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dinamicas del brazo en forma compacta, lo que facilita el analisis y simulacién por
computador.

2 Obtencién automatica de las ecuaciones cinema-
ticas y dindmicas, y del Jacobiano de un mani-
pulador robético.

El problema cinemaético de un manipulador robético consiste en obtener la relacién
entre la posicién y orientacién del efector final, en un instante dado, y las variables
de las articulaciones (angulos y/o traslaciones).

Denavit y Hartenberg (D-H), propusieron un método sistematico y generalizado para
describir y representar la geometria espacial de los elementos del brazo de un robot,
con respecto a un sistema de referencia inercial, fijo en la base del robot.

Este método consiste en establecer un sistema de coordenadas, ligado al cuerpo,
para cada elemento de una cadena articulada; y utiliza una matriz de transformacion
homogénea (4x4) Ai_, para describir la relacién entre los sistemas de coordenadas de
dos elementos rigidos adyacentes. Reduciendo el problema cinematico a encontrar una
matriz de transformacién homogénea equivalente Af que relaciona el desplazamiento
espacial del ”sistema de coordenadas de la mano” al sistema de referencia inercial.

Con el criterio de D-H la matriz de transformacién que relaciona el sistema de
coordenadas i-ésimo con el (i-1)-ésimo es:

cos; —senb;cosa; senb;sena; a;cosb;

i senf; cosf;cosa; —cosb;sena; a;senb;
-1 0 sena; cos a; d;
0 0 0 1

Donde: a; es la distancia entre los ejes Z;—1 y Z;,

a; es el angulo de rotacion desde el eje Z;_, hasta el Z;, respecto del eje X,

0; es el angulo de la articulacion del eje Xi_; al eje X; respecto del eje Z;_,

d; es la distancia desde el origen de coordenadas (i-1) hasta la interseccién del eje
Zi_1 con el eje X; a lo largo del eje Z;_;

Si la articulacién es de revolucién, a;,a; y d; son constantes mientras que 6; (t) es
la variable de la articulacién. En el caso de una articulacién prismatica, la variable
es d; (t), siendo a;,a; y 6; constantes.

La relacién entre las coordenadas homogéneas P;, de un punto del elemento i, con
respecto al sistema de coordenadas i, y las coordenadas de dicho punto en el sistema
de coordenadas i-1 es:

P, = A;_IP,‘
Asi, para un manipulador con n articulaciones, la matriz:
n _ 4l 2 n
0 =Ag Af... AR

nos da la posicién y orientaciéon de la mano del manipulador respecto del sistema de
referencia de la base.

Para la obtencién del modelo dindmico del brazo robot, se ha utilizado el algoritmo
propuesto por C.S.G. Lee, que esta basado en la formulacién de Lagrange-Euler junto
con la representacién matricial de D-H. Las ecuaciones de Lagrange, de un manipu-
lador con n articulaciones, son:
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d [ 8L ) _ R P =
pr (aq,) OLOq; =T . i=1,2,..n

donde: L es lafuncién Lagrangiana L= K-V (KyV energias cinética y potencial)
¢; son las coordenadas generalizadas (6; 6 d;), q;= % , y 7; es la fuerza o

momento generalizado aplicado al sistema en la articulacién i.

Calculando la energia cinética K y la energia potencial V, y sustituyendo la funcién
Lagrangiana L en las ecuaciones de Lagrange se obtienen las ecuaciones del movi-
miento, que se expresan en forma matrial como:

r(@)= D) i@ +h (1), 4®) +ea ()

Donde: 7(t) = (11 (t), 72 (t), ..., Tn (t))T es el vector de fuerzas generalizadas aplica-
das por los actuadores en las articulaciones i = 1,2,...,n.

qg(t)=(q1(t),q2(t), .-, qn (t))T es el vector de las variables de articulacién del ma-
nipulador.

g (t) es el vector columna de la velocidad de las variables de articulacion .

q (t) es el vector columna de la aceleracién de las variables de articulacién .

D(q) es una matriz nxn simétrica inercial de elementos:

n
Dik= Y Tr(UiJ;Uf) pk=12,..n
j=max(i,k)
siendo U~—y-!‘1 ( 1< 1 3 AU =0 Us: _ U,
ii = Bg, para j< i, para JTEX;i Ui; = 0) , ik = S

y J; el tensor de inercia correspondiente al j-ésimo eslabon.

h(q,q) es un vector columna de fuerzas de Coriolis y centrifugas no lineal cuyos
elementos son:

n n . .
hi = 3 Y hikm %9m i=12,.,n
k=1m=1

n
con hikm = > Tr(UjkmJ;U}) para ik,m=12,..n
j=max(i,k,m)
¢(q) es un vector columna de fuerza de la carga gravitatoria, cuyos elementos son:

n

C = Z (—m,-ng; 71)

j=i

A causa de su estructura matricial , las ecuaciones de L-E son interesantes desde
el punto de vista de control ya que dan un conjunto de ecuaciones de estado que
permiten el disefio de una ley de control que compensa facilmente todos los efectos
no lineales.

Otro problema adicional es que, en general, el movimiento deseado de un manipula-
dor se especifica en términos de una trayectoria temporal de la mano en coordenadas
cartesianas, mientras que el sistema de control de los servos requiere que las entradas
de referencia se especifiquen en coordenadas de articulacién. Asi mismo, los mo-
vimientos de los diferentes motores de las articulaciones se combinan y funcionan
simultaneamente con velocidades diferentes con el fin de lograr un movimiento uni-
forme de la mano. Siendo necesaria la relacién entre las velocidades lineal v(t) y
angular Q (¢) de la mano y las velocidades de las articulaciones ¢ (), que estd dada
por la ecuacion:



170 Mathematica 96

(o) ="@iw

donde J(g) es una matriz 6xn, denominada el jacobiano del manipulador, cuyo i-
ésimo vector columna viene dado por (Whitney[1972]):

Zi—1 X Pi- . . o .
i-1 X Pi-1 si la articulacién i es rotacional
Ji(g) = S
i(q) =
P2 . . ., C
'0 ! si la articulacion es prismatica

Siendo p;_; la posicién del origen del sistema de coordenadas de la mano desde
el (i-1)-ésimo sistema de coordenadas expresado en el sistema de coordenadas de la
base y zi_; es el vector unidad a lo largo del eje de movimiento de la articulacién i
expresado también en el sistema de coordenadas de la base; mientras que x indica el
producto vectorial.

Utilizando el manipulador algebraico de caracter general, Mathematica, se han rea-
lizado los programas correspondientes, que proporcionan las ecuaciones cinema-ticas
y dindmicas del robot con tan sélo la introduccién de los parametros de Denavit-
Hartenberg, asi como el jacobiano del manipulador. Dichos programas no los inclui-
mos por causa de la limitacién de espacio, aunque se pueden facilitar a quien lo desee
pidiendolos a los autores.

3 Aplicaciones a diversos robots industriales.
En el presente trabajo,motivados por la necesaria concision, aplicamos la formulacién

desarrollada solamente a los robots ROBUR y MANDOS obteniendo sus ecuaciones
cinematias y dindmicas y su jacobiano.

3.1 Aplicacién al robot ROBUR.

Y. N
| e
.,'
- e -
ey w -
- = r Pa '~
et .
I -
b e -
., e ~,
.. t. .
e e S,
RES e, S LT
I e \.\r,.‘
' T e L)
—— |- - T

Figura 24: Robot Robur

Ecuaciones cineméticas

{x[0], y[0], 2[0], 1} = {{Cos[TETA[L.], 0, -Sin[TETA(1.]], -De[2.] Sin[TETA[1]]},
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{Sin[TETA[L.]], 0, Cos[TETA([L.]], Cos[TETA[1.]]De[2]]}, {0, -1., 0, 1.055}, {0, 0, 0,
13} * {x[2], y(2], 2[2], 1}

Espacio de trabajo

Figura 25: Espacio trabajo Robot Robur

Ecuaciones dinamicas

{{0}, {TH1]}, {Tf(2]}} = {0, 0, 0}, {0, 1.272 - 2.1514De[2.] + 3.47De[2.]"2,
0}, {0, 0, 3.47}} * {{0}, {TETA”[L]}, {De’[2.]}} + {{0}, {2.(-1.0757
+ 3.47De[2.])De’[2JTETA’[1]}, {(1.0757 - 3.47De[2.)TETA’[1]"2}} +
{{0}, {-3.47(-3.0411Cos[TETA[L.]] + 9.81Cos[TETA[1]De[2]) - 0}, {-
3.47(9.81Sin[TETA[L]]}}

Jacobiano del Robot
{{0}, {vx[2.]}, {Vy[2.]}, {Vz[2.]}, {Wx[2]}, {Wy[2.]}, {Wz[2.]}} = {{{0}, {0}, {0},
{0}, {0}, {0}, {0}}, {{0}, {-Cos[TETA[1.]]De[2.]}, [-De[2.]Sin[TETA[L.]]}, {0}, {0},

{0}, {1}}, {{0}, {-Sin[TETA[L]]}, {Cos[TETA[L]]}, {0}, {0}, {0}, {0}}} * {{0},
{TETA’[L]]}, {De’[2.]}}

3.2 Aplicacién al robot MANDOS.
Ecuaciones cinematicas

{x[0], y[0], 2[0], 1} = {{Cos[TETAL] + TETA[2.]], -Sin[TETA[1.] + [TETA[2]],
0, I*Cos[TETA[1.] + TETA[2]]}, {Sin[TETA[1.] + TETA[2]], Cos[TETA[l.] +
TETA[2.]], 0, 21Cos[TETA[2.]/2]Sin[TETA[1] + TETA[2.)/2]}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0,
13} * {x[2], y[2], 2[2], 1}

Espacio de Trabajo

Ecuaciones dinamicas

{{0}, {Tf(1)}, {Tf(2]}} = {{0, 0, 0}, {0, 0.33333*1"2*m1 + 1.33333*]" 2*m2
+1"2*m2*Cos[TETA[2.]], 0.33333*1 2*m2 + 0.5*1"2*m2*Cos[TETA[2.]]},
{0, 0.33333*1°2*m2 + 0.5*1"2*m2*Cos[TETA[2.]], 0.33333*1 2*m2} } * {{0},

{TETA”[1.]}, {TETA”[2.]}} + {{0}, {-]"2*m2 * Sin[TETA[2.JTETA’[1.]TETA’[2]
-0.5*1"2*m2*Sin[TETA[2.]]TETA’[2.]"2}, {0.5%1"2*m2*Sin[TETA[2. TETA[1]"2}}
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Figura 27: Espacio trabajo Robot Mandos

+ {{0}, {-m1*(-4.905*1*Cos[TETA[L]) - m2*(-9.81*I*Cos[TETA[L]] -
4.905*1*Cos[TETA[1.] + TETA[2.]])}, {-m2*(-4.905*I*Cos[TETA[1] +
TETA[2.]]))}}

Jacobiano del Robot

{0}, {vx2]}, {Vy[2]}, {Vz[2]}, {Wx[2]}, {Wy[2]}, {Wz[2]}} =
{{{0}, {0}, {0}, {0}, {0}, {0}, {0}}, {{0}, {-1*Sin[TETA[L]] - I*Sin[TETA[1]
+ TETA[2.]]}, {I*Cos[TETA[L]] + I*Cos[TETA[1] + TETA[2]]}, {0},
{0}, {0}, {1}}, {{0}, {-1*Sin[TETA[1] + TETA[2]]}, {I*Cos[TETA[1]

+ TETA[2.]]}, {0}, {0}, {0}, {1}}} * {{0}, {TETA’[L]]}, {TETA’[2.]}}

También hemos aplicado esta formulacién a los robots de seis articulaciones PUMA
560 y STANFORD, para lo que hemos tenido que utilizar Mathematica 2.2. en una
estacién de trabajo, no consignando sus expresiones a causa de su extension.

4 Simulaciones diversas

Los procesos de simulacién son de gran importancia en el desarrollo de los sistemas.
Estos nos permiten estudiar el grado de aceptacion de ciertos sistemas sin necesidad
de implementarlos fisicamente. Asi, una vez que se han obtenido las ecuaciones di-
namicas de los robots, procedemos a la integracion numérica de dichas ecuaciones
diferenciales de segundo orden y acopladas, mediante la utilizacién de Mathematica,
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Figura 29: Robot Stanford

realizando diversas simulaciones del movimiento de cada robot en funcién de sus con-
diciones iniciales. Nos vamos a restringir a simular, tan sélo, la dindmica de ROBUR
y MANDOS sin el efecto de los actuadores en dos situaciones concretas.

4.1 Simulacién de las ecuaciones dinamicas del robot ROBUR

Condiciones iniciales.

TETA[1.] (t=0) = 20

De[2.] (t=0) = 0.12

TETA’[1] (t=0) =0

De’[2.] (t=0) =0

Con las condiciones iniciales impuestas, el centro de gravedad esta situado a la
derecha del eje de giro del cuerpo 1. Como se aprecia en las graficas, por efecto de
la gravedad el brazo gira en sentido negativo en principio a la vez que el cuerpo 2 se
desplaza en sentido positivo. Las fuerzas de Coriolis que se oponen al giro del cuerpo
1 en sentido negativo toman un papel significativo en esta situacion.

4.2 Simulacién de las ecuaciones dinamicas del robot MAN-
DOS

Condiciones iniciales.
TETA[1] (t=0) =0
TETA[2.] (t=0) =0
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Figura 30: TETA[1.] = f(t)
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Figura 31: De[2.] = f(t)

TETA’[1] (t=0) = 0
TETA’[2)] (t=0) = 0
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Figura 32: TETA[l.] = f(t)

En esta situacion inicial, se produce un desequilibrio que hace que TETA1[t] dismi-
nuya hasta -180° , produciendose un movimiento oscilatorio alrededor del punto de
equilibrio(-90°). A su vez, esto influye en el movimiento de la segunda articulacion,
produciéndose un movimiento oscilatorio alrededor de su posicién de equilibrio(0°).
Debido a que TETA1’[t] TEX; TETA2’[t] inicialmente TETA2[t] tiende a aumentar.

En un futuro préximo, esperamos extender lo anterior considerando los efectos de
los actuadores en las simulaciones a realizar asi como obteniendo los programas que
nos proporcionen las ecuaciones anteriores cuando el manipulador va adosado a un
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satélite artificial.
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Figura 33: TETA[2.] = f(t)
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